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CH0-trivialite´ universelle d’hypersurfaces cubiques
presque diagonales
Jean-Louis Colliot-The´le`ne
Abstract
If a smooth cubic hypersurface of dimension at least 2 over the complex field is
defined by the vanishing of a sum of cubic forms in independent variables and each
of these forms involves at most 3 variables, then the cubic hypersurface is universally
CH0-trivial : there is an integral Chow decomposition of the diagonal.
Introduction
Pour X une varie´te´ propre sur un corps on note CH0(X) le groupe de Chow des ze´ro-cycles
de X modulo l’e´quivalence rationnelle et on note A0(X) ⊂ CH0(X) le sous-groupe des classes
de ze´ro-cycles de degre´ ze´ro.
On dit [1, 2] qu’une C-varie´te´ projective et lisse X est universellement CH0-triviale si, pour
tout corps F contenant C (et l’on ne conside´rera de´sormais que de tels corps), l’homomorphisme
degF : CH0(XF )→ Z est un isomorphisme, soit encore A0(XF ) = 0.
Si X est rationnelle, ou stablement rationnelle, ou re´tractilement rationnelle, alors X est
universellement CH0-triviale [2, Lemme 1.5]. Ceci a e´te´ utilise´ dans divers travaux re´cents pour
infirmer la rationalite´ stable de certaines varie´te´s (voir le rapport [7]).
La question de la rationalite´ (stable) des hypersurfaces cubiques lisses X ⊂ Pn
C
(n > 3)
a fait et continue a` faire l’objet de nombreux travaux. Pour tout n > 3 impair, on connaˆıt
depuis longtemps des familles de telles hypersurfaces dans Pn
C
qui sont rationnelles. Certaines
sont classiques, d’autres, dans P5
C
, ont e´te´ obtenues par B. Hassett [3]. Pour n > 4 pair, on
ne connaˆıt aucune hypersurface cubique lisse dans Pn
C
qui soit rationnelle, ou meˆme seulement
re´tractilement rationnelle. On doute que toutes soient (stablement) rationnelles.
On dit qu’une varie´te´ irre´ductible X sur C de dimension m est unirationnelle de degre´ d
s’il existe une application rationnelle, dominante, de degre´ d, de Pm
C
vers X. On sait que toute
hypersurface cubique lisse X ⊂ Pn
C
(n > 3) est unirationnelle de degre´ 2. Faute d’e´tablir la
rationalite´ d’une telle hypersurface X, on s’inte´resse a` la question de l’unirationalite´ de degre´
impair deX, qui entraˆıne queX est universellement CH0-triviale. Ceci a e´te´ e´tabli pour certaines
familles d’hypersurfaces cubiques dans P5
C
[6, § 7] et [5].
C. Voisin [9] a re´cemment e´tudie´ la question de la CH0-trivialite´ universelle des hypersur-
faces cubiques. Pour X de dimension 3, elle a donne´ un crite`re [9, Cor. 4.4] en termes de la
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classe minimale sur la jacobienne interme´diaire. Cela lui permet [9, Thm. 4.5] de montrer l’exis-
tence de telles hypersurfaces X ⊂ P4
C
, dont l’hypersurface de Fermat, qui sont universellement
CH0-triviales. Par ailleurs, elle e´tablit [9, Thm. 5.6] la CH0-trivialite´ universelle pour beaucoup
d’hypersurfaces cubiques lisses X ⊂ P5
C
qui sont spe´ciales au sens de Hassett [4].
Dans cet article, je montre de fac¸on e´le´mentaire : Pour tout entier n > 4, toute hypersurface
cubique X lisse dans Pn
C
dont l’e´quation s’e´crit
∑
i Φi, ou` les Φi sont des formes homoge`nes a`
variables se´pare´es et chacune a au plus trois variables, est universellement CH0-triviale.
Il existe donc des hypersurfaces cubiques lisses X de toute dimension > 2 qui sont universel-
lement CH0-triviales, ce qui ne semblait pas connu pour X de dimension impaire au moins e´gale
a` 5.
Je remercie Claire Voisin pour diverses suggestions.
1. Rappels
Le lemme suivant est un cas facile de [2, Prop. 1.8], dont il re´sulte par conside´ration de la
projection X ×C Y → Y .
Lemme 1.1. Soient X et Y deux varie´te´s connexes projectives et lisses sur C. Si X est univer-
sellement CH0-triviale, alors, pour tout corps F , la projection CH0(XF ×F YF )→ CH0(YF ) est
un isomorphisme, et, pour tout choix d’un point P ∈ X(C), le morphisme Y → X × Y donne´
par M 7→ (P,M) induit un isomorphisme CH0(YF )→ CH0(XF ×F YF ).
Proposition 1.2. Soient n > 2 et m > 2 des entiers et f(x1, . . . , xn) et g(y1, . . . , ym) des formes
homoge`nes de meˆme degre´ d, a` coefficients dans un corps k de caracte´ristique premie`re a` d, dont
l’annulation de´finit des hypersurfaces lisses. Soit Xf ⊂ P
n
k , resp. Xg ⊂ P
m
k , l’hypersurface lisse
de´finie par f(x1, . . . , xn) + x
d
0 = 0, resp. par g(y1, . . . , ym) + y
d
0 = 0. L’application rationnelle de
Pnk×kP
m
k vers P
n+m−1
k envoyant le point de coordonne´es bihomoge`nes (x0, . . . , xn; y0, . . . , ym) sur
le point de coordonne´es homoge`nes (x1/x0, . . . , xn/x0, y1/y0, . . . , ym/y0) induit une application
rationnelle dominante de degre´ d de Xf ×k Xg sur l’hypersurface lisse dans P
n+m−1
k de´finie par
l’e´quation
f(z1, . . . , zn)− g(zn+1, . . . , zn+m) = 0.
Ce fait a e´te´ utilise´ par Shioda et Katsura [8] dans l’e´tude des conjectures de Hodge et de
Tate pour les hypersurfaces diagonales.
Proposition 1.3. Soit X ⊂ Pn
C
, n > 3, une hypersurface cubique lisse.
(i) X est unirationnelle de degre´ 2.
(ii) Pour tout corps F , on a 2A0(XF ) = 0.
C’est bien connu. Pour (i), voir [1, Thm. 2.2]. Pour (ii), voir [1, Cor. 2.3].
2. Hypersurfaces cubiques presque diagonales
Proposition 2.1. Soit Y ⊂ Pn
C
, n > 3, une hypersurface cubique lisse d’e´quation
f(x0, . . . , xn−1) + x
3
n = 0.
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Supposons que Y est unirationnelle de degre´ d. Alors toute hypersurface cubique lisse X ⊂ Pn+2
C
d’e´quation
f(x0, . . . , xn−1)− h(xn, xn+1, xn+2) = 0
est unirationnelle de degre´ 3d.
De´monstration. Comme la surface cubique lisse de P3
C
d’e´quation h(y0, y1, y2) + y
3
4 = 0 est,
comme toute surface cubique lisse sur C, rationnelle, l’e´nonce´ re´sulte de la proposition 1.2. 
Convenons qu’une forme non singulie`re en s variables est de type (a1, . . . , ar) si elle est somme
de r formes Φi a` variables se´pare´es, que ai est le nombre de variables de Φi, et s =
∑
i ai.
The´ore`me 2.2. Soit m > 1.
(i) Toute hypersurface cubique lisse X dans P6m−1
C
de type (3, . . . , 3) est unirationnelle de
degre´ une puissance de 3.
(ii) Toute hypersurface cubique lisse X dans P6m+1
C
de type (3, . . . , 3, 2) est unirationnelle de
degre´ une puissance de 3.
(iii) Toute hypersurface cubique lisse X dans P6m+3
C
de type (3, . . . , 3, 1) est unirationnelle
de degre´ une puissance de 3.
(iv) Dans chacun de ces cas, on a A0(XF ) = 0 pour tout corps F .
De´monstration. (i), (ii) et (iii) : C’est une conse´quence combinatoire de la proposition 2.1. L’hy-
persurface de type (3, 1) est rationnelle. De (3, 1) et (3, 1) on obtient (3, 3). On a donc (3, 2, 1).
De (3, 2, 1) et (3, 1) on obtient (3, 3, 2). On a donc (3, 3, 1, 1). De (3, 3, 1, 1) et (3, 1) on obtient
(3, 3, 3, 1). Puis (3, 3, 3, 3), etc.
(iv) Compte tenu de la proposition 1.3, le pgcd des degre´s d’unirationalite´ des hypersurfaces
X dans (i), (ii) et (iii) est e´gal a` 1. Ceci implique A0(XF ) = 0 pour tout corps F . 
Remarque 2.3. On confrontera les the´ore`mes 2.2 et 2.8 ci-apre`s avec le fait classique que toute
hypersurface cubique lisse X ⊂ P2n−1
C
de type (2, . . . , 2) i.e. d’e´quation
∑n
i=1 fi(ui, vi) = 0, est
rationnelle, car elle contient deux espaces line´aires Pn−1
C
sans point commun.
Remarque 2.4. Le the´ore`me 2.2 s’applique en particulier aux hypersurfaces cubiques lisses de
dimension 4 donne´es dans P5
C
par une e´quation
f(x0, x1, x2) + g(x3, x4, x5) = 0.
Suivant une suggestion de C. Voisin, montrons que toute telle hypersurface est en fait rationnelle.
Soit S ⊂ P3
C
la surface cubique lisse d’e´quation
f(x0, x1, x2)− t
3 = 0
et T ⊂ P3
C
la surface cubique lisse d’e´quation
g(x3, x4, x5)− t
3 = 0.
Le plan t = 0 de´coupe une cubique lisse C ⊂ S, et de meˆme D ⊂ T . Chacune des 27 droites de
S peut eˆtre de´crite par un morphisme de P1
C
vers S donne´ par un syste`me de formes line´aires
(a(u, t), b(u, t), c(u, t), t). Les 27 droites de S viennent ainsi par groupes de trois droites copla-
naires ayant meˆme point d’intersection avec t = 0, qui est un point de Eckardt de la surface
cubique S. Ceci de´termine ainsi 9 points de la cubique C. De meˆme chacune des 27 droites de
T peut eˆtre de´crite par un morphisme de P1
C
vers T donne´ par un syste`me de formes line´aires
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(d(v, t), e(v, t), h(v, t), t). Le produit d’une droite l de S et d’une droite m de T s’envoie par
l’application rationnelle de S × T vers X de la proposition 1.2 sur un 2-plan Πl,m ⊂ X ⊂ P
5
C
donne´ par le morphisme de P2
C
vers P5
C
de´fini par
(a(u, t), b(u, t), c(u, t), d(v, t), e(v, t), h(v, t)).
Fixons les droites l ⊂ S et m ⊂ T . Soit l1 ⊂ S une droite qui ne rencontre pas l. Soit m1 ⊂ T
une droite qui rencontre m en un point non situe´ sur t = 0. On ve´rifie alors que les deux plans
Πl,m ⊂ X ⊂ P
5
C
et Πl1,m1 ⊂ X ⊂ P
5
C
ne se rencontrent pas. Ceci implique que l’hypersurface
cubique X ⊂ P5
C
est rationnelle.
E´tablissons un e´nonce´ d’inte´reˆt ge´ne´ral.
Proposition 2.5. Soit X/C une varie´te´ projective et lisse telle que A0(X) = 0. S’il existe
une courbe Γ projective, lisse, connexe et un morphisme Γ → X tels que, pour tout corps F ,
l’application induite CH0(ΓF )→ CH0(XF ) soit surjective, alors, pour tout corps F , l’application
degF : CH0(XF ) → Z est un isomorphisme, en d’autres termes X est universellement CH0-
triviale.
De´monstration. Soit J la jacobienne de Γ. Pour tout corps F , on a A0(ΓF ) = J(F ). Notons
K = C(X) le corps des fonctions deX. L’hypothe`se A0(X) = 0 implique que la varie´te´ d’Albanese
de X est triviale, comme on peut voir de diverses fac¸ons. Par exemple, la combinaison de [1,
Lemma 1.7] et des re´sultats rassemble´s dans [1, Prop. 1.8] donne H1(X,OX ) = 0. Un point
de J(C(X)) de´finit une application rationnelle de X dans J , donc un morphisme de X dans J
car une application rationnelle d’une varie´te´ lisse dans une varie´te´ abe´lienne est partout de´finie.
Mais comme la varie´te´ d’Albanese de X est triviale, tout tel morphisme est constant. On a
donc J(C) = J(C(X)). Ainsi l’image de A0(ΓK) dans A0(XK) est dans l’image de l’application
compose´e
J(C) = A0(Γ)→ A0(X)→ A0(XK),
et donc est nulle car A0(X) = 0. Par hypothe`se, l’application A0(ΓK)→ A0(XK) est surjective.
On a donc A0(XC(X)) = A0(XK) = 0. Ainsi ([1, Lemma 1.3]) la diagonale se de´compose dans
X ×C X et, pour tout corps F , on a A0(XF ) = 0. 
Remarque 2.6. Soit X une C-varie´te´ projective et lisse, ge´ome´triquement connexe. Soit δ(X)
le plus petit entier δ 6 dim(X) pour lequel il existe une C-varie´te´ projective lisse connexe
Y de dimension δ et un morphisme φ : Y → X tels que, pour tout corps F , l’application
φF,∗ : CH0(YF ) → CH0(XF ) soit surjective. Pour X hypersurface cubique lisse de dimension
> 3 tre`s ge´ne´rale, C. Voisin [9, Thm. 5.3] montre que δ(X) < dim(X) implique δ(X) = 0.
La proposition 2.5 peut se reformuler ainsi : Pour toute varie´te´ X projective et lisse telle que
A0(X) = 0, δ(X) 6 1 implique δ(X) = 0.
Proposition 2.7. Soit Y ⊂ Pn
C
avec n > 3 une hypersurface cubique lisse d’e´quation
f(x0, . . . , xn−1) + x
3
n = 0.
Supposons que Y est universellement CH0-triviale. Alors :
(i) Toute hypersurface cubique lisse X ⊂ Pn+1
C
d’e´quation
f(x0, . . . , xn−1)− g(xn, xn+1) = 0
est universellement CH0-triviale.
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(ii) Toute hypersurface cubique lisse X ⊂ Pn+2
C
d’e´quation
f(x0, . . . , xn−1)− h(xn, xn+1, xn+2) = 0
est universellement CH0-triviale.
De´monstration. (i) Soit Γ ⊂ P2
C
la courbe d’e´quation g(u, v)+w3 = 0. La proposition 1.2 fournit
une application rationnelle dominante, de degre´ 3, de Y ×C Γ vers X. Il existe une varie´te´ W
projective et lisse, un morphisme birationnel W → Y ×C Γ induisant un morphisme f :W → X
dominant ge´ne´riquement fini de degre´ 3. Il existe un point P ∈ Y (C) tel que le morphisme
Γ → Y ×C Γ donne´ par M 7→ (P,M) se rele`ve en un morphisme Γ → W . Soit F un corps
contenant C. Conside´rons les applications induites sur les groupes de Chow des ze´ro-cycles au-
dessus de F :
CH0(ΓF )→ CH0(WF )→ CH0(YF ×F ΓF ).
La seconde application est un isomorphisme par invariance birationnelle du groupe de Chow
des ze´ro-cycles sur les varie´te´s projectives et lisses. L’application compose´e est un isomorphisme
par application du lemme 1.1. Ainsi l’application CH0(ΓF ) → CH0(WF ) est un isomorphisme.
Comme le morphisme W → X est ge´ne´riquement fini de degre´ 3, le groupe 3A0(XF ) ⊂ A0(XF )
est dans l’image de A0(WF ), et donc dans l’image de A0(ΓF ) → A0(XF ) via l’application com-
pose´e Γ→ W → X. D’apre`s la proposition 1.3, on a 2A0(XF ) = 0. Ainsi le groupe A0(XF ) est
dans l’image de A0(ΓF ). La proposition 2.5 donne alors A0(XF ) = 0.
(ii) La de´monstration est plus simple. La courbe Γ est remplace´e par la surface cubique lisse S
d’e´quation g(u, v, t) +w3 = 0, qui comme toute surface cubique lisse est une surface rationnelle,
et donc satisfait A0(SF ) = 0 pour tout corps F . 
The´ore`me 2.8. Toute hypersurface cubique lisse X ⊂ Pn
C
de dimension au moins 2 dont
l’e´quation est donne´e par une forme
∑
iΦi, ou` les Φi sont a` variables se´pare´es et chacune a
au plus 3 variables, est universellement CH0-triviale.
De´monstration. Une forme de type (1, 1, 1, 1) de´finit une surface cubique lisse, donc rationnelle,
donc universellement CH0-triviale. En appliquant de fac¸on re´pe´te´e le the´ore`me 2.7(i), on obtient
que toute forme non singulie`re diagonale, i.e. de type (1, . . . , 1) en au moins 4 variables, de´finit
une hypersurface lisse universellement CH0-triviale. En appliquant le the´ore`me 2.7 de fac¸on
re´pe´te´e, on peut ensuite remplacer chacun des 1 dans (1, . . . , 1) par 2 ou par 3. 
Remarque 2.9. C’est une question ouverte s’il existe une hypersurface cubique lisse X ⊂ P4
C
avec
une application rationnelle P3
C
· · · → X de degre´ impair. La de´monstration de la proposition
2.7(i), via la proposition 2.5, me`ne a` la question a priori plus facile : Pour X ⊂ P4
C
hypersurface
cubique lisse quelconque, existe-t-il une application rationnelle de degre´ impair Γ×CP
2 · · · → X,
avec Γ courbe convenable ?
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